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時系列のフラクタル解析

















































（Nico1is，C．and Nico1is G．（1984），Grassberger（1986），Essex et a1．（1987））．筆者は，相関
積分の現実データ解析への応用結果に対しては懐疑的である．
 時系列のグラフそのものが示す乱雑さに，フラクタルの考えが導入されたのは最近である




























（2．2）    工（、）一Σ山（・）一州プ）一M（、）




























 （2．4）     ∠L（〃）＝lF砂（x｛。rxゴ）1＝亙。（lxゴ。1－x．1）
で定義せねばたらない．これにより全長は，
              乞1兄（兄・r兄）1．凡（宮1兄・・寸1）
 （25）     工（〃）＝F’     一                  ハ（〃）       ハ（〃）
とたる．ハ（〃）で割るのは，海岸線の時と同じ理由による．
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 2．2．1B11r1aga and K1eim（1986）の方法
 オリジナノレの時系列から，后で粗視化した時系列を次のように構成する．まず元々の時系列
を尾毎に分割し，新しいデータセットを構成する．例えば后＝3の時は，





                    一州創                     Σl X5。・（后）一X5（后）1













          X。（3）；X（1），X（4），X（7），…，X（97），X（100）
          X。（3）；X（2），X（5），X（8），…，X（98）
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Fig．1，1og（ム、K（后）／〈エ（后）〉）as a function of log后is shown．It is c1ear that the curve












                      1000＋｛ （2．13）        γ（タ）＝ΣZ（ノ）
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              1092尾
The1ogarithm of the curve1ength1og〈L（々）〉for the time seriesγ（タ）as a fmction
of1og后． The straight1ine is丘tted to points of log々vs．1og〈ム（虎）〉by the least
square method．The s1ope represents minus fracta1dimension（D＝1，500
±O．0004）． The error bar in the fractal analysis represents the standard deviation
of log（工m（々））．The power spectrum obtained by using FFT is denoted by
crosses．From the reIation of the power1aw index to the fractal dimension，we































































 （3．2）        〈13（左）一B（広十τ）12＞＝a・τ2”
となる．aはτやHに依存したい正の定数である．（3．2）より自己共分散関数C（τ）は
（3．3）                  a       aC（τ）＝〈B（オ）・B（広十τ）＞＝〈B（左）2〉一一τ2∬＝C（O）一一τ2冴                 2       2
で与えられる．さらに両辺をC（O）で規格化した量（自己相関関数）をρ（τ）とすると，























 （3．9）                P（！）＝δ（ノー）十Q（∬）・1！1一（2H＋1）
になる．さらに！≠Oの周波数では
 （3．10）    ・    P（！）＝Q（H）・1∫1一（2州〕
で，つまり線対線ブラウン関数のパワースペクトルは
 （3．11）           P（！）㏄！■α
のようだpower1awスペクトルを示す．ただし











 （3．15）           〈工（τ）〉・⊂τ”一2．
よってフラクタル次元Dは，
 （3．16）            D＝2一∬
でHと結び付き，式（3．12）を使って
 （3．17）           α＝5－2D
あるいは




Tab1e1．Resu1ts of app1ication to simulated data（后m服＝211）．
D M＝215
Theoretica1va玉ue   1．5
Higuchi’s method   1，513土0．0007
BK’s method     1，528±0．0027
FFT           1，520±O．0120
M＝216 M＝217
1，5        1．5
，508＝ヒ ．0011    1＿500＝ヒ0．0004
1，522±0，0025  1，5！1土O．0028









































                    C。＝厩
（4．2）            一。凡                    θ尾＝tan 一                         λ島
とたる．また，明らかにθ川。とθ。は0である．この時，パワーは
（4．3）          P（后）＝C麦／N
で定義され，このP（后）がpOwer1awスペクトラムに従うように構成すればよい．注目して欲
しいことは，位相の情報が式（4．3）から消えていることである．P（后）を后≠Oに対し，







 （4．5）         P（θ尾）～σ（［O，θ。、、1）
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    （C）
The simu1ated time series with a power1aw index，α＝2，for severa1va1ues ofθm、、，
whereθm邑。is a parameter describing a distribution of the phase with the wave
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Fig．5．The calcu1ated fracta1dimension as a function of the power1aw index，α．The
   straight line indicates the relationship of equation（3．ユ7’）between the fracta1
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         9：22        9：23        9：24        9：25
Fig．6．Sate11ite frame丘uctuations in the magnetosheath obtained with the ISEE1on
   December28．1978．Total represents the magnitude of the magnetic丘e1d．P is
   para11e1to the average magnetic ield，Tan is in the p1ane tangent to the mode1
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（b）
Fig．7．（a）The power spectrum for the Tan component in the PT0coordinates during
   the intema1from09：23to09：25UT shown in the bottom pane1of Fig．6．
   （b）The1ength＜ム（τ）〉for the Tan component as the same data set used in the
   power spectrum ana1ysis as a fmction ofτon doub1y1ogarithmic sca1e．The
   curve breaks atτ＝3．25（1092τ＝1．7）．In the time sca1e of Ionger thanτ：3．25
   sec．，the curve is Iinear with a s1ope equal to－2，01．The s1ope of curve eq岬1s
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         （α。，α。）＝（1，3）
          M＝8192
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                 1092τ
Fig．8．The curve1engthく五（τ）〉as a fmction ofτon doub1y1ogarithmic sca1e．The
   cume breaks atτ＝19．In the time scale of1onger thanτ＝19，the cuwe is1inear
   with a slope equa1to－1．78．The s1oPe of cuwe equa1s to－1．24in the shorter
   time scale belowτ＝19．
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Fig．9．Equi＿contours ofτ。／T．in the（仇，α〃）p1ane with a lO step gray sca1e．Note that
   τ。／T．is almost0．25～O．3forα〃＞αエ．
Tab1e2． τ。／T．for several（αエ，αH）．
α工 0 1 2 3
αH
4 0．34 O．31 0，26 O．34
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Fig．10．（a） Equi－contours of D工in the（αエ，α〃）p1ane．
   （α止，αH）P1ane．
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Fig．11．The characteristic time scale，τ。，normalized by戸。for several va1ues of the
   power1aw indices set（砒，α〃）＝（0，1），（1，3）and（2，4），are p1qtted as functions of
   Tm，x／T。，whereαエandα〃are the power1aw index within the frequency range
   below and above the characteristic frequency！。，respective1y，and T．is given by
   1／！；． T㎜、is the total intervaI used for the fractal ana1ysis． デ‘isτo for 7㌔日x／Tc



























                   后㎜亜 （5．2）         ∫2＝Σ（lo9（〈工（后）〉）一Z尾）2
                   尾＝1
を，
                   后㎜。 （5．3）         M2＝Σ（Zr2Zト。十Z尾一。）2
























  （1）fractiona1Brownian関数のPower spectrum density－P（！）一はPower1awス
    ペクトラムで（つまりP（！）㏄！一α），fractiona1Brownian関数を特徴付ける指数Hと
    power1aw indexαは，α＝2H＋1で結び付いている．このようた時系列のHiguchi
    法で求めた時系列のフラクタル次元Dは，D＝（5一α）／2で与えられる．
また，power1awスペクトラム構造をもつ一般的な時系列について詳しく調べた．そして，
  （2）Power1awスペクトラムがムi。からム。。の範囲の周波数領域で成立するようだ時系
    列は，τmi、＝1／2ん、。からτm、、＝1／ムi、の時間スゲ一ルでse1f－a租neが成立する．
  （3）位相の乱雑さを定量的に表現する量一位相エントロピー一を新たに導入して，同じ
    power1awスペクトラム構造をもつ時系列の中で位相エントロピーが最大の時のも
    のが，fraction早1Brownian関数に対応することを示した．ただしPower1aw index
    αが1＜α＜3の範囲に限る．
  （4）同じpower1awスペクトラム構造をもった時系列でも，位相エントロピーが増えるに
    つれて時系列は乱雑た様相を呈し，フラクタル次元も大きくなる．
  （5）さらに，時系列の中で位相エントロピーが最大のpower1awスペクトラム構造をもつ
    時系列のうち，Power1aw indexαが0≦α≦1のフラクタル次元は2に収束する．3









    またそれより高い周波数領域ではP（！）㏄！■α1のようにふるまうpOwer1awスペクト
    ルである．
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  （7）このようなpOwer1awスペクトルをもつ時系列で，さらに位相エントロピーが最大の
    時は，D。はαHで，またDエはαエでだいたい決まる．さらにτ、は1／4！。で与えられ
    る．ただし厳密に言うと，D。，Dエ，τ。は全て（αエ，α〃）の関数であり，αエ，αH両変数


























232 統計数理 第37巻 第2号 1989
参・考 文 献
Akaike，H．（1980）．〃冶e肋。oaαma肋e Bψe∫〃。ce伽m，143－165，University press，Va1encia，Spain．
Akaike，H．（1985）．Prediction and entropy，λCe肋m肋mげ∫i肋∫地s（eds．A．C．Atokinson and S．E．
       Fienberg），1＿24，Springer，New York．
Be岬，M．V．（1979）．Diffracta1s，∫P伽．λMα肋．Gem．，12，781－797．
Brown，S．R．（1987）．A note on the description of surface roughness using fracta1dimension，Geoψ伽s．
       Res．一己ε材．，14．1095－1098．
Bur1aga，L，F．and K1ein，L．W．（1986）．Fracta1structure of the interp1anet町magnetic ield，∫．
       Geoφ伽s．Re8．，91，347－350，
Bur1aga，L．F．and Mish，W．H．（1987）。Large－sca1e且uctuati㎝s in the interplanetary medium，∫．
       G三eoφんツ∫．丘e∫．，92．1261－1266．
Essex，C．，Lookman，T，and Nerenberg，M．A．H．（1987）。The c1imate attractor over sh舛timesca1es，
       Mαオmκe，326，64－66．
Fai而e1d，D．H．（1976）．Magnetic丘e1ds of the magnetosheath，Reo．Geoク砂s．助αce P妙∫．，14，117－134．
Fa1coner，K．J．（1985）． ηe Geome柳ぴFmc〃∫eな，Cambridge University Press，London．
Grassberger，P．（1986）．Do c1imatic attractor exitP，Mα伽m，323，609－612．
Grassberger，P．and Procaccia，I．（1983）．Measuring the strangeness of strange attractors，〃蚊。αD，
       9，189－208．
Hata，M．（1985）．On the structure of se1f－similar sets，ルφm∫．助μ、Mα肋．，2，381－414．
飛田武幸（1980）．ブラウン運動，数学セミナー，19，29－34．
Higuchi，T．（1988）．Approach to an irregu1ar time series on the basis of the fractal theoW，P妙s肋
       エ），31，277－283．
Higuchi，T．（ユ989a）．Quantitative ana1ysis of turbu1ent Huctuations in the magnetosheath，Doctor
       thesis，University of Tokyo．
Higuchi，T．（1989b）．Relationship between the fracta1dimension and the power1aw index for a time
       series：A mmerical investigation，P物sタ。αD（submitted）．
今井 功（1981）．応用超関数論I，サイエンス社，東京．
Ko1mogorov，A，N．（194ユ）．The loca1structure of turbu1enρe in incompressible viscous丘uid for very
       1arge Reyno1ds numbers，Do肋．λ肋a．Mm尾∫SS児，30，30！－305．
Mande1brot，B．（1977）．Fmc勉ゐ：ハ。m，C肋mce ma〃mem∫タ。m，Freeman，San Francisco．
Mande1brot，B．and Wa11is，J．R．（1969）．Some1o㎎一run properties of geophysica1records，物妙
       j？esOmκceノ～eseα7cゐ，5，321－340．
Nicolis，C．and Nico1is，G．（1984）．工sthere a cIi仰atic attractor？，ハ肋mm，311，529－532．
Patrick，R．M．and Pugh，E．R．（1969）l Laboratory study of turbulence in co11ision－free shocks，P伽．
       FZmタas， 12，366＿378．
Roberts，D．A．and Go1dstein，M．L．（1987）．Spectral signatures of jumps and turbu1ence in interplane－
       tary speed and magnetic fie工d data，∫．Geo助災．児e∫．，92．10105－10110．
Russen，C．T．and Elphic，R．C．（1978）．Initial ISEE magnetometer resu1ts：Magnetopause observa－
       tiOns，助αce、∫cタ．Reo．，22，681－7ユ5．
高安秀樹（1986）． 『フラクタル』，朝倉書店，東京．
巽 友正（1986）．乱流の統計理論，『乱流現象の科学（巽 友正 編）』，165－221，東京大学出版会，東京．
矢島美寛（1989）．Long－Memoryモデルとその統計的性質，日本統計学会誌，19，21－38．
Proceedings of the Institute of Statistical Mathematics Vo1．37，No．2（1989）233
Fracta1Ana1ysis of Time Series
       Tomoyuki Higuchi
（The Institute of Statistical Mathematics）
    We show a newly deve1opedmethod for atimeseries ana1ysis，Fmc勉川mめsゐ，which
is usefu1and effective for quantitative1y ana1yzing a time series possessing a continuous
power spectrm1density such as a red noise type．This method is based on the concept of
measuring the irregu1ar objects by the fracta1dimension，and is characterized by consider－
ing the set of points（左，！（≠））forming the graph of a function！defined onthe unit interva1．
In this paper，a hierarchy of curve1ength for the graph of the time series is de丘ned by the
present author，and our method based on this is compared with the simi1ar method by
Burlaga and K1ein to show the superiority of ours．
   In addition，we examine the time series possessing a power1aw spectrum（P（！）㏄！一α），
which is one of the typica1red noise type，in order to investigate the re1ation to its
trajectory showing a se1f－a舐ne behavior in a time domain．In particu1ar，the re1ationship
between the fracta1dimension and a power1aw indexαis ana1ytica11y derived and
con丘rmed by mmerica1experiments．It is demonstrated that the non－stationary time
series with tlhe same power spectrum can show c1ear1y distinctive feature of trajectδry in
a time domain according to its distribution of phases，and so gives a different va1ue of the
fracta1dimension．This means that the phase distribution strong1y affect the irregu1arity
represented in terms of the fracta1dimension．We a1so examine the time series data
whose power1aw index abrupt1y changes at a characteristic frequency．It is a1so shown
that the characteristic time sca1e de丘ned from our fracta1ana1ysis corresponds to one
quarter of the inverse of the characteristic frequency：one quarter of the characteristic
wave1en鉢h．Moreover，some remarks upon app1ying our fracta1ana1ysis to the actua1
data are made in order to faci1itate a quantitative ana1ysis of the time series．
Key words：Time series，fracta1，se1f－a箭ne，Power law spectrum，1／∫noise，Phase entropy．
